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Une représentation correcte de l’environnement routier & I’avant d’un véhicule repose, entre autre,
sur la connaissance de I’état des différents usagers de la route. La détermination de ces différents états
débute par l’estimation descriptive de ces états. On parlera de parametres pour des quantités (scalaires
/ vecteurs) supposées temporellement invariantes. On cherchera par exemple & estimer la trajectoire des
obstacles. Ces trajectoires seront définies par différents parametres déterministes a évaluer. Les méthodes
développées dans cette partie ne sont pour la plupart pas adaptées a une estimation temps réel des pa-
rametres. Cependant, elles jugent de la capacité des modeles et des observations a estimer les parametres
déterminants pour une appréhension correcte de ’environnement routier.

Les méthodes statistiques d’estimation de parametres sont basées sur la connaissance des composantes
suivantes :
— l’ensemble ot le(s) parametre(s) & estimer, 6, prennent valeurs : 'espace de parametres, © ;
— la loi de probabilité qui décrit l'effet du parametre sur les observations : p(Z/6) (parameétres
déterministes : approche non bayésienne) ;
— la loi de probabilité qui décrit leffet du parametre sur les observations : p(Z/6), et la densité de
probabilité & priori de 0 : p(f) (parametres aléatoires : approche bayésienne) ;
— I'ensemble ou les observations, Z, prennent valeurs : I’espace des observations Z
Il existe donc deux modeles pour 'estimation de parameétres selon le caractere aléatoire de ceux ci. On
parlera d’approche non bayésienne pour les parameétres déterministes. Dans ce cas, on utilise la densité
de probabilité conditionnelle des mesures pour chaque valeur possible du parametre : c¢’est la fonction de
vraisemblance p(Z/#). Quand les parametres sont aléatoires, on parlera d’approche bayésienne. Pour ce
deuxieme modele, on utilise la densité de probabilité a priori du parametre a partir de laquelle on peut
obtenir, par la formule de Bayes, la pdf a posteriori du parameétre :

p(Z/0)p(0)
p(2)

ou ¢ est une constante de normalisation qui ne dépend pas de 6.
Le probleme d’estimation de parametres est décrit ci-dessous. Etant donné les mesures :

w(0/2) = = p(2/0)00) (1)

2(j) = hlj, 0, w(j)lj=1,....k (2)
effectuées en présence de bruit w(j), on cherche une fonction des k observations
O(k) = O[k, 2] 3)
ou les observations sont définies d’une maniére compacte par :
ZF = {2()}i=1, 0k (4)

qui estime la valeur de 6. La fonction [3| est appelée estimateur et sa valeur est l'estimé.

1 Les estimateurs

1.1 Estimateurs a maximum de vraisemblance et & maximum a posteriori
Une méthode commune d’estimation de parametres non aléatoires est la méthode du maximum de
vraisemblanceﬂ qui maximise la fonction de vraisemblance :
oML = arg mgxp(Z/@) (5)
L’estimateur MLEEI est la solution de I’équation :

dp(Z/0)
U= =0 (6)

L’estimateur correspondant pour un parametre aléatoire est I’estimateur a maximum a posteriorﬂ qui
est issu de la maximalisation de la pdf a posteriori :

IML : Maximum Likelihood
2Maximum Likelihood Estimator
3MAP : Maximum A Posteriori



GMAF = argmax p(0/7) = axg max{p(Z/0)p(0)] @)

1.2 Estimation des moindres carrés et minimisation du carré des erreurs

Une autre méthode commune d’estimation de parametres déterministes est la méthode des moindres
carrésﬂ Etant donné des mesures (scalaire, linéaire ou non-linéaire) :

() = b5, 0) + w(j) (®)
I’estimateur des moindres carrés de 6 est :

R k

P50 = s mini 3 16) = hG OF) (9)

L’estimateur correspondant pour des parametres aléatoires est I’estimateur qui minimise le carré des
erreurs’] :

éMMSEun::mgngnEué—af/Z] (10)

La solution de cette équation est ’espérance conditionnelle de 6 :
—+oo
N““Euszwﬂmét/emwzme (11)

Tous ces estimateurs sont comparés dans [2]. Si, pour un ensemble de mesures données, les erreurs sont
de moyennes nulles, gaussiennes et indépendantes alors ’estimé LS correspond a 'estimé ML. De méme,
Iestimé MAP d’une variable aléatoire gaussienne correspond a ’estimé MMSE. Pour évaluer la qualité
des résultats, différentes méthodes sont détaillées dans la suite. On parlera d’estimateur non biaisé, de
variance d’estimateur. De plus, la ”limite d’information” sera appréhender par 'utilisation de la borne
de Cramer-Rao et de I'information de Fisher.

1.3 Estimateur non-biaisé

On dit qu’'un estimateur est non biaisé si 'erreur d’estimation est de moyenne nulle :

E() =0 (12)
ot 0 est Perreur d’estimation définie par :

0=0-—0 (13)

Un estimateur est non biaisé si[12| est vérifié pour tout k. On dit qu’il est asymptotiquement non biaisé
si[12| est vérifié quand k tend vers l'infini.

1.4 Variance d’estimateur

Une deuxiéme caractéristique importante d’un estimateur est la variance de I'erreur d’estimation :

var(0(2)) 2 E[(6(2) - E(6(2))?] (14)

Cette variance doit étre aussi petite que possible, de fagon a ce que 'estimé soit concentré autour de la
vraie valeur du parametre. La racine carré de la variance d’un estimateurﬂ est I’écart type :

o9 = ¢/ var(6) (15)

L’écart type fournit une mesure de précision pour l'estimateur.

4LS : Least Square
5MMSE : Minimum Mean Square Error
SMSE : Mean Square Error



1.5 Borne de Cramer Rao et Matrice d’Information de Fisher

Dans I’étude de problemes d’estimation paramétrique, une inégalité tres utile établit qu’une borne
inférieure pour la variance de 'erreur d’estimés non biaisés existe. Cette limite est connue sous le nom

de Borne de Cramer Radl

Cas scalaire
Pour 'estimation d’un parametre scalaire déterministe a partir d’un estimateur non biaisé, la variance
est bornée par :

E[(0(Z) = 00)*) = " (16)

ol
0?Inp(Z/0)

J=—El—p ]

90 (17)

L {[3lnp(Z/9)]2}

0=0¢ 6=06o

est 'information de Fisher, p(Z/60) est la fonction de vraisemblance, et 6y est la vraie valeur de 6.

Cas vectoriel
Pour un vecteur de parametres déterministes, la matrice de covariance d’un estimateur non biaisé ad-
met une borne minimale donnée par :

E[(6(2) — 60)(0(Z) — 60)"] = J ! (18)

ou la matrice d’information de Fisher@ est :

J S =B [NeVinp(Z/0)|y_y, = E [(Volnp(Z/0)) (Ve np(Z/6))"]],_q, (19)
ol 9 -
0= [a—ela—en (20)

est 'opérateur de gradient et n la dimension du vecteur de parametres. La matrice d’information de
Fisher peut étre vue comme une quantification du (maximum) d’information existante pour un parametre
a partir d’observations.

Les estimateurs qui vérifient avec égalité la borne de Cramer Rao sont dits efficaces. La preuve de
Iexistence de la borne de Cramer Rao est donnée dans [2].

2 Estimation linéaire et non linéaire

2.1 Cas linéaire

Estimation des moindres carrées

Estimation batch
On souhaite estimer un vecteur 6 de parametres, de dimension ng, a partir d’un vecteur d’observations
linéaires de dimension n, :

2() = H(6)0 + w(i),i =1, ...k (21)

en minimisant 'erreur quadratique suivante :

k
T = 3" 2) ~ H@O'RG) ™ [2) ~ H(@)o) = [+ — ) (RY) [+ — HY) (22)
ou
z(1)
2k = (23)
z(k)

7CRLB : Cramer Rao Lower Bound
8FIM : Fisher Information Matrix



est le vecteur ”empilé” de mesures (de dimension kn, x 1),

w(1)
wh = : (25)
w(k)
est le vecteur "empilé” d’erreurs de mesures, et
R(1) ... 0
R* = Lo = diag[R(i)] (26)
0 - R(k)

est une matrice diagonale par bloc définie positive de dimension kn, X kn,.
L’estimateur des moindres carrés qui minimise [22| est obtenu en annulant le gradient par rapport a 6 :

VoJ (k) = —2HF (RF)~![z% — HF0) = 0 (27)
Finalement, ’estimateur est donné par :
0(k) = [H* (R*)"'H* ' H* (R*)~12* (28)

De plus, la matrice de covariance de l'estimateur des moindres carrés est donnée par [2] :
P(k) = [H (R~ HY (29)

Estimation itérative
L’estimateur des moindres carrés peut étre écrit d’'une maniere itérative. Dans ce cas, k est considéré
comme un temps discret. L’obtention de z(k + 1) permet écriture des formes suivantes :

SRl [ P :| (30)

z(k+1)

V[ om

H = | H(k+1) } (31)
W [ WP } (32)

| w(k+1)

1 RF 0
RE* = [ 0 R(k+1) } (33)

Les équations itératives sont données dans [2] :

O(k+1) = 0(k) +W(k+D[z(k+1) — H(k + 1)0(k)] (34)

Pk+1)=P(k) = W(k+1)S(k+1)W(k+ 1) (35)

. W(k+1) 2 P(k)H(k+1)'S(k+1)"" (36)
t

’ S(k+1)2 H(k+ 1)P(k)H(k +1)" + R(k + 1) (37)

Une initialisation est nécessaire puisque c’est une méthode itérative. Cela peut étre réalisé en utilisant
une technique dite "batch” sur un faible nombre de mesures ou en utilisant un estimé et une covariance
associée a priori.



Ajustement polynomial On cherche a estimer les parametres pour ajuster un polynéme de degré n
a un ensemble d’observations. On considére que 1'on observe, en présence de bruit, la distance r et la
vitesse radiale 7 d’un véhicule dont I’évolution radiale (position,vitesse) est modélisée par des polynomes
(fonction du temps). Le modele de régression est définie par :

= (38)

. n i1
i(t) = 21 a5 G-

<

ot les parametres & estimer sont les coefficients a; du polynome. Ils correspondent au dérivée d’ordre
J de la position au temps initial (¢ = 0). La méthode des moindres carrés est utilisée pour ajuster les
parametres du polynome de degré n. Le modele de régression est définie par on a :

zk = H*0 4+ wk (39)
ot w¥ est donné par [25| et H* par 24 avec :
H) (1 G . ) (40)
1) = gt
o 1 ¢ ... [cE=]l

On donne le vecteur estimé de parametres par[l] :

0= (H* H")"'H* 7* (41)
et sa matrice de covariance par :
R -1
Pk) = (H’f RF IH’“) (42)
ot R est donnée par [26 avec :
) o2 0 .
R(i) = ( 0 o2 >Vz € [1...k] (43)

On remarque ici que le vecteur de parametres a estimer est indépendant des erreurs sur les observations.
Finalement, apres avoir déterminé les différents parametres caractérisant la trajectoire de la cible, on
peut prédire I’état de la cible pour un temps arbitraire. Si (), au temps arbitraire ¢, est le vecteur d’état
alors son estimé (prédiction) est :

#(t/k) = F(t)0(k) (44)

ou k est le nombre de mesures disponibles et F'(t) est la matrice définie par :

1 ¢ .- %
F(t):<0 Lo (flﬂ:ll)!> )

La covariance correspondante est donnée par :

P(t/k) = F(t)P(k)F(t) (46)

2.2 Cas non linéaire

On présente ici I'utilisation de la technique des moindres carrés pour estimer un vecteur € de pa-
rametres a partir de mesures non linéaires. Le vecteur ”empilé” de mesures est donnée par :

z=2" = h(0) + wk (47)

ol h est une fonction non linéaire de 6 (dimension ngy).



Estimation itérative des moindres carrés : Méthode de Gauss-Newton Cette méthode, basée
sur le principe des moindres carrés, est une technique qui améliore séquentiellement 'estimé courant en
utilisant les mesures disponibles. A partir de I'estimé Gk a l'itération k, la mise a jour de l'estimé 9k+1
est donnée par :

Ori1 = O + (JERFJ) "V JTERF 2% — h(By)] (48)

ou J, = % | 0=6, est la matrice jacobienne et R* est la matrice de covariance définie par . La matrice
jacobienne est donnée par :
ohr(6(1)) or(6(1))
LA tee 89"9
_ | erean oh(0(3))
Je = 90, T 00, (49)
Bh(é(k)) . ah(é(k))
90, 90,y 0=0,

L’erreur moyenne au sens des moindres carrés de 1’estimé 6 est :
B0 — 0)(0x — 0)') = (J'IR™'J) 7! (50)

Estimation du maximum de vraisemblance : Méthode de Newton-Raphson

Lestimé M LF est obtenu en maximisant la fonction de vraisemblance A(6) :
= [ »(z(k)/0) (51)
k=1
On a donc :

OMLE — arg max A(0) = arg mein{— In[A(9)]} 4 arg min A(6) (52)

Cette minimisation est effectuée en utilisant la méthode de Newton-Raphson qui repose sur une approxi-
mation linéaire a 'ordre 1 de la fonction de vraisemblance. L’estimé 9”“ a l'instant k, est relié a ’estimé
suivant 61 par

OREE = O)F — Hessi VoA (O),_guse (53)

ou Hessy est la matrice Hessienne a I'instant k définie par :

RPN () P X () B P\ (1)
002 96109, 90,00,
_ 9%\ (0) 92\(6) 92\(6)
Hessy = | 5,08, 96 90,00, (54)
AN ()N SO\ () N - P\ ()
90,,, 001 30n, 00; 962, p—pyLs
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